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Dam la premiere partie on donne une caracterisation de certaines 0-algebres N”- 
graduees qui sont de type tini et normales-l’hypothese supplementaire faite est une 
hypothtse d type Cohen-Macaulay et Lo dtsigne un anneau de valuation discrete. 
Cette caracttrisation est e m$me temps une description de ces algtbres. Geomttri- 
quement cette situation correspond B une pseudo-tibration dune variete normale de 
CohenMacaulay de dimension n + 1 et donne des singularites toroidales du types 
“cycliques quotient.” On construit ensuite d telles algebres a l’aide diviseurs de 
Weil a coefficients rationnels d’une droite aftine et on etudie les objets ainsi 
obtenus. 0 1986 Academic Press, Inc 
I. 6TUDE ALGhBRIQUE 
1.1. On designe par Co un anneau de valuation discrete d corps 
residue1 k,. On note t une uniformisante de 0, u la valuation correspon- 
dante t K le corps des fractions de 0. Dans la suite A dtsigne une Lo- 
algbbre, FV”-grad&e (comme fl-algebre). On suppose n outre que nous 
avons un isomorphisme grad& entre les K-algebres kJ”-gradutes: 
A 00 K N K[ T, )...) T,] 
oti les T, (1 < i < n) sont des indeterminies. Nousnoterons ei(1 < j d n) les 
gentrateurs canoniques du mono’ide N”. Nous verrons que 
tA,+ 0 ,e Nn,,ZO A,est un ideal maximal de A que nous noterons m. On 
suppose que k, c 0. 
1.2. Nous allons demontrer letheoreme suivant: 
1.2.1. TH~OR~E. (1) II y a Cquivalence ntre les propribtds (i)et (ii): 
(i) A est une Cl-aIg2bre de type fini, normale, admettant une suite 
rkguli&e formke de n + 1 kknents homogtkes et commeqant par l’unifor- 
misante t de Lo. 
332 
0021-8693/86 $3.00 
CopyrIght 6 1986 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
ALGtiBRES GRAD&ES NORMALES 
(ii) A peut s’tcrire: A = elE N” 0(‘, la multiplication des 
don&e par: r’. tJ= adJttBJ, ozi les a,, sont des elements deO* 
valuations sont obtenues ainsi: lexiste des entiers a,,..., a, , b





(pour Z= (i ,,..., i,)uppartenant  IV”), 
nous avons: 
v(a,,J) = 6(Z+ J) -6(Z) - 6(J). 
(2) Lorsque les proprietts quivalentes (i) t(ii) sont vraies nous avons la 
proprietd: 
(iii) A est une O-algebre d type fini dont le complete A pour la 
topologie m-adique est isomorphe a l’algebre desseries formelles k,[ [Cl] 
associee au semi-groupe de congruence 
C= {(i,j,,...,j, )EN”+‘Ii+(b-a,)j,+ ... +(n-a,)jn=O(b)) 
(3) Si de plus A est local la proprittt (iii) est equivalente aux proprietes 
(i) et (ii). 
1.2.2. Nous demontrerons successivement qu  (i) entraine (ii), puis 
que (ii) entraine (iii), et entin que (ii) entraine (i). Pour tinir nous mon- 
trerons que, si A est local, (iii) entraine (i). 
1.2.3. Remarques. (1) L’hypothese faite dans (i) entraine bi n sGr que 
A,,, est de Cohen-Macaulay. D’apres un resultat de M. Hochster t
Eagon [S], on peut dire que A lui-m&me est de Cohen-Macaulay. Le 
resultat en question [S, proposition 19, p. 10373 est etabli pour une k- 
algebre S,noetherienne t N-grad&e (ou k = So est un corps). 11reste 
valable pour une O-algebre (ou0 = S, est un anneau de valuation dis- 
crete). En effet cette proposition pr vient dun thtoreme d [lo] qui utilise 
le fait qu’un anneau de polynomes sur S,, est noethtrien et grad& et, 
d’autre part, lefait que le sous-anneau destermes dedegre nul-qui n’est 
autre que S,--est local. En outre une algebre N”-grad&e est afortiori N- 
gradute etun ideal homogene pour la N”-graduation reste homogene pour 
le N-graduation. N usavons done: 
PROPOSITION. Soit S une U-algtbre N”-grad&e, de type fini telle que 
0 = S, est un anneau de valuation discrete. Soit m l’ideal maximal 
m, @,+ 0 SI de S. (oti m, est l’ideal maximal de 0). 
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II y a alors t!quivalence entr : 
(1) S est de Cohen-Macaulay et 
(2) S, est de Cohen-Macaulay. 
1.2.3.2. Par contre nous verrons que l’hypothese A d Cohen-Macaulay 
ne sufit pas pour assurer l’hypothese faite dans (i) lorsque n >2 (voir 1.7). 
1.3. Preuve de (i) entraine (ii) 
1.3.1. Soit A = 0 iE N” A, un anneau integre, normal qui est 
Co-algebre de type lini, N”-graduee. L’hypothese A OaK N K[T, ,..., T,]
donne: 
0 (A,@, K) = KCT,,..., 7’nl. 
IEN” 
Pour tout 1, A,@, K est done un K-espace v ctoriel de dimension 1.On en 
deduit que A, est un O-module d type fini, saris torsion, de rang 1. Comme 
0 est un anneau de valuation discrete, A, st en fait un O-module ibre d
rang 1et nous pouvons Ccrire: 
On identifiera 5” et 1, et done A, et 0, pour l’indice 0 = (O,..., 0) appar- 
tenant a kJ”. 
L’ideal m= tA,+ Qjlgo A, est bien un ideal maximal car: 
A/m = O/t0 =k,. 
La structure multiplicative de A dit que pour tout (Z, J) dans (kl”)’ il existe 
a,,, appartenant  Co* tel que: 
Nous avons bien sik: a,, =aJ,,. L’associativite donne aussitbt la relation: 
aI,J’ a I+ J,K= aI,J+ K’ aJ,K. 
Nous introduisons la notation: d(Z, J) = v(al,J). 11 vient alors: 
d(Z,J)+d(Z+J,K)=d(Z,J+K)+d(J,K). 
Si l’on considere l’action triviale de N” sur h dttinie par: Z* x = x (pour 
tout Zde N” et tout xde Z), Aest un 2-cocycle. Nousallons dtmontrer que 
A est un 2-cobord etplus prtcisiment nous allons etablir que: 
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1.3.2. LEMME. II existe une application 6 deN” dam E telle que A(Z, J) = 
d(Z+ J)-6(1)--6(J) pour tout (Z, J) de (NH)2. b(Z)>0 pour tout Zde N”. 
6(cj) = 0 pour j de 1 ri n. 
1.3.2.1. Soit Z= (iI ,..., i,)=c,“= I ijEj. Nous introduisons la otation: 
A(Z) = c;= i ij. Soient alors E,, ,..., ssiC,,, les jqui ont un coefficient non ul 
dans Z, sj ligurant ij fois dans cette liste etl’ordre etant quelconque (nous 
montrerons e  1.3.2.2 quele rbultat nedepend pas de l’ordre choici). 
Nous posons: 
Nous allons montrer que: 
convient. 
1.3.2.2. Prouvons d’abord que 6 ne depend pas de l’ordre e la liste d s 
E Sk . 
Soient 6 et 6’ les deux fonctions btenues nintervertissant E,, et E,,. 
Nous avons: 
I, = Z-E,,, 12=ZI-Es2, I;=I-Esz, et r;=z; -E,,=z,. 
11 vient: 
Soit: 
W)-6’(4 = 412 + &s2, &,,I + AU,> &sJ 
-d(I,+&,,,&,,)-d(Z,,&,,). 
La propritte de 2-cocycle donne alors: 
6(Z) - S’(Z) = 0. 
1.3.2.3. Parconstruction mCme6(Z) > 0, pour tout Zde IV”, et 6(aj) = 0
pour tout jde 1 a n. 
1.3.2.4. Pour calculer 6(Z+ .Z) on peut oujours utiliser la suite: Z+.Z, 
J + I, )...) J + l,t(l) ~ 1 T J,J, y...y JnC,) ~i, 0. It vient alors: 
I(I)- 1 
d(z+ J) = c A(J+ Ik, &Sk) + d(J, &sic,)) + d(J). 
k=l 
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La propriCtC de 2-cocycle donne: 
w+ Zk, hk) =AM Zk + ESk) + Nk, &J - 4J, 1,). 
Soit: d(J+ Z,, EJ = d(J, Z,- 1) -d(J, Z,) +d(Z,, E,~). On en tire alors: 
W+J)= 1 C~(J,~,-,)-~(J,~,)l+~(J,~,,,,,)+~(~)+~(J). 
k=l 
Compte-tenu de:E,,~,, = ZA(+ i, il vient aussitht: 
qz+ J) = A(.& I) + d(Z) + 6(J). 
1.3.3. PROUVONS MAINTENANT LE LEMME. Si p ne divise pas 0 duns 
A/tA, alors: 
StQ+Z)=6tQ)+W) pour tout Zde N” et en particulier, 
6( PQ + Z) = Pi + 6(Z) pour tout pduns N. 
Dans A/tA nous avons: 
Nous en dtduisons que aQ,I$ t0 et done que 
&Q,Z)=O. 
La proprittt suit. 
1.3.4. LEMME. De la normalitt! de A rkwlte: 
0 < 6(pZ) - p&Z) < p (i.e., 6(Z)=[y]), 
pour tout p de FV *et tout Zde N “. 
On peut Ccrire: 
((y) P = Utsw - a(0 - a(+%30 - 6(20 ~ a(0 
. ..t 6cPl)--6c(P-11)11--6(1) PI 
5 
od u est une unit6 de Lo. 
ALGhBRES GRAD&ES NORMALES 331 
On en tire aussitht: 
(5’)P= uta( PO ~ PHO 5 PI 
et 
Si nous avons: 6( pl) -pS(Z) - p 2 0, on peut done dire que: (t’t ~ ‘)J’ E A. 
Comme A est normal et que t/t-’ n’appartient pas h A, nous avons une 
contradiction. Nous concluons done que: 
0 d 6(pZ) - p&Z) < p. 
1.3.5. Nous ALLONS PROUVER LE LEMME. A admet une suite rPgulit+e de 
la forme (t, t”‘“‘,..., cRnEn)oti les C(~ sont dans N*. 
1.351. Soit (t,tQ1 ,..., rQn) la suite rkgulikre de A dont nous avons 
postult: ’existence. La suite 
-- 
((Q’ . .7 7 5”‘) est alors une suite rkgulikre de A’ = A/tA. 
- 
1.3.5.2. Pour tout jde 1 A n, tQl ne divise pas 0 dans A’. Si l’on prend 
alors deux indices diffhents j, et j, et Z dans (Q,, + IV”) n (Q,, + f+Jn), on 
peut Ccrire: Z = Q,, +K, = Q,, +K2. 
11 vient alors: 
(oh u1 est une unitt de 0). 
Le lemme 1.3.3 donne alors: <%JJ”l = u1 5’. On obtient dem&me: 
(Qqk2 = u2tr (oti u2est aussi une unit6 de 0). 
-- 
On en dkduit que 5Q~l[K’ = u,u,‘~QJ~~~~ est done que: (@I tK’ =0 dans 
A/lQ~zA. La suite Ctant rkgulikre, cecientraine qu <“I appartient A ~QJ~A et 
done que: K, E Qj2 + N”. Z est done Q,, +Q,, + N”; c’est-A-dire 
(Qjl+N”)n(Qj2+ N'")=Qj,+Qj,+ N".
1.3.5.3. Toujours pour j, #j, dkcomposons dans la base canonique: 
Q,, = i qi&i et Qj2 = i q,&. 
i= 1 i= 1 
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Posons mi = sup(qi, qi)(pour ide 1 a n). Alors: 
J= i mi~i~(Qj,+~fl)n(Qj,+~~). 
i=l 
D’apres 1.351 nous en deduisons queJ appartient a Qj, + Qj, + N” et done 
que: 
s”P(qi, 41) 2 4i+ q:, pour tout ide 1 a n. 
11 en rtsulte que l’un des deux nombres qi ou q( est nul. Comme il ya n 
elements Qj, tous non nuls, ceci permet de conclure que-quitte a 
renumeroter-nous avons: 
Qj= ajE,r, avec a, dans N*, pour tout jde 1 a n. 
1.3.6. Achevons maintenant de prouver que nous avons la 
propriete (ii): 
Nous notons: d=p. p. c. m (cc, ,..., a,)> 0 et 
(pour jde 1 a n). 
Soit alors Z= xi”=, i,sj unelement quelconque de N”. Nous avons: 
dZ= i dijEj= i ijdjQj. 
j=l ,=l 
Le lemme 1.3.3 donne alors: 6(dZ) = xi”=, i, dj S(Qj). 
Le lemme 1.3.4 donne nsuite: 
Les nombres a, ,..., a,bsont alors d&finis par: 
dj S(Qj) 




P. g.c.44 d, 4Q1),..., 4, &Qn))’ 
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Nous avons bien: 
6(z)= t ij; 
[ 1 
et (U, ,.., a,b)= 1. 
j=l 
D’autre part: 
6(b&j) = [a,] = uj. 
Les lemmes 1.3.2 et1.3.4 donnent alors: 6(bej) - bb(&,) = a, -0 < b. 
1.4. Preuue de (ii) entruine (iii) 
1.4.1. Posons: t =ub et wk = &-ak (pour kde 1 g n). 
On vtrilie aussitht quepour tout Iet tout Jde N”: 
wIwJ=wI+J (avec la notation: WI=w;’ .. . w;). 
D’autre part: 6(J) = CC;=, (u,/b)j,] donne: C;! 1 u,j, -M(J) E N. Nous 
en dtduisons que: t-‘= wJ~z~=~akjk~b6(J) appartient A k,[u, w,,..., w,]. Si 
nous notons i l’exposant de u dans EJ nous avons: 
i+(b-u,)j, + ..’ +(b -a,) j, = -bh(J) + bA(J) = O(b). 
Done: l”Eko[2J. Comme il est clair que t= ub appartient A k,[C]; nous 
avons: A c k,[ Cl]. 
1.4.2. Soit g= u’wp .. . wk un ghtrateur dek,[C]. 
Ceci signifie qu : i+(b-u,)j,+ ... +(b-a,) j,=bl (avec 1~fW). Si
nous posons J= (j, ..., j,), nous avons: 
i= i u,j,+b6(J)=b(ZLI(J)+6(J)). 
k=l 
D’autre part: b(l- J.(J)) = i -C; = 1 ak jk > -C; = 1 ak jk. On en dCduit que: 
C;= 1 (Uk/b)jk 3 A(J) -1. A(J) - I ktant un entier nous avons: 
a(J)=[jl~jk]>l(J)-~ ce qui se lit: f - A(J) +6(J) >0. 
En hivant alors: 
g=u b I i+WJ)-~.2~Ia~i~~J= co ) - . i(J)+d(J) .I- r --t 
lLl(J)+c5(J) J 
5, 
on voit que g appartient B A et done que: ko[Z] cA. 
1.4.3. Laconclusion a = k,[ Z]] suit aussit6t. 
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1.5. Preuoe de (ii) entraine (i)
1.51. Montrons d’abord que A est une Co-algPbre de type fini 
Posons Qk = bck. Nous avons: 6(Qk) = [ak] =ak. Soit I= (iI,..., i,) 
appartenant A N”. Par division euclidienne nouspouvons Ccrire: 
ik =bi; +rk avec Odrk<b (pour kde 1 An). 
D’oti l’kriture: 
I=T+R avec:R= f rkEket I’= i ibQk=b f ibEk. 
k=l k=t k=l 
On en dtduit que: 
b(1) = i ii 6( Qk) + 6(R). 
k=l 
Par ailleurs: 6(r) =Crzl ii 8(Qk), et done 6(Z) = 6(1’) + 6(R). 11 vient 
alors: l”<” =ut6(1)-S(“~d(R)~‘= UC’ (otiu est une unitt: de 0). 
On obtient d’autre part sans mal: 
(oh u’ est aussi une unit& de 0). 
Nous avons done: 
C’est-&dire que <’ appartient A 0[5”],, L od nous dksignons parL le sous- 
ensemble fini de N”: 
L= {J=(j,,...,j, ))OQjk<bpourkde 1 An}. 
Nous avons done Ac@[~~],,, et comme L est hi la proprittt es
dkmontrte. 
1.52. Montrons maintenant queA est normal 
L’tgalitC <‘= t”((“l)i’ ... (t”n)in otisest dans Z montre que: 
A c K[ c”‘,..., c?j”“]. 
A est un sous-anneau gradut de KC<“‘,..., c”“].Enfait: A= ei. N” ;i;. Sup- 
posons que x appartienne A A sans appartenir A A.On peut supposer qu’il 
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existe Z tel que x appartienne A A,. Quitte A nkgliger uneunit6 de 0 nous 
avons alors: 
x = t-“(p)i’ . . (<%)‘n pour un s dans Z. 
On en dtduit que: 
x = Up(I)-s(l (oh uest une unitt de 0). 
Comme x n’appartient pas A A, nous avons 6(Z) < s. xvCrilie un tquation 
dans A,, qui s’kcrit: 
xm+qxm-I+ ... +c,=o. 
Les coefficients c1 ,..., c, et done aussi: u”- ‘cl ,..., U”-mu,, appartiennent 
respectivement A A ,,..., A, ,,. Nous avons done pour tout kde 1 A m: 
24 m-kCk = Uklk’ avec ak dans 0. 
Ceci donne: 
24 m-kCk =Crkt-S(W((~~)ki~ . . . (c&.)kh. 
On peut simplifier l’kquation par: JJr= 1(tEk)““. On obtient ainsi: 
t-sm+a,t~d(f)-(m-l)s+ . . . +Glkt-W+(m-kk)s+ . . . +a m t-bW)-o - . 
Ce qui s’krit encore: 
1 +a,t”-““‘+ . . .+t(,tms-w4=o~ 
de s > 6(Z) nous tirons, ttant donnC que s est un entier: s > c,“= 1 (u,/b) il. 11 
vient alors pour tout k de 1 A m: 
6(kZ)= f zki, <k f zij<ks; [ 1 j=l /=I 
c’est-h-dire: ks - 6(kZ) >0. On arrive done A une absurditk. 
1.5.3. Montrons enfin que A vhjie le dernier point de (i) 
De faGon prkcise nous allons prouver que la suite 
(I, rbel,..., <b&n)est un suite rkgulike. 
Remarquons d’abord que pour tout Zet tout (a1 ,..., a,)appartenant tous 
deux A N” nous avons: 
6 Z+ i ajbcj =6(Z) + -f a, h(bEj). 
j= 1 > ;=1 
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L’anneau A est integre et tne divise done pas 0. Nous avons ensuite ( n 
notant par u une unite de 0): 
pp = ut a(l+ba,)-6(1)-&b&,) 5 -ucrtbE’$tA. I+bq _ 
-- 
Done tb’l t’# 0 dans A/tA pour tout I. L’anneau A/tA ttant gradut on en 
dtduit que F ne divise pas 0 dans cet anneau. . 
Supposons maintenant que la suite (t, <‘&I,..., <‘q-l) est reguliere. Nous
avons encore pour tout I: 
(oti u est une unite de 0). 
Si cet Clement appartient a l’idtal homogene aj_ I = tA + (‘&IA + .. + 
<“J-~A, ilexiste L dans N” et 1 (l<Z<j-1) tels que: ~E~+Z=~E,+L. 
&ant donne que 1 #j, il en resulte que I est dans b.x, + N” et done que 
5’ = 0 dans l’anneau A/‘U,-  . La suite 
(t, <be1 )...) 5”“) est done reguliere. 
On ithe jusqu’a j = n. 
1.6. Montrons que (iii) entraine (i)(si A est local) 
Pour (i, J) = (i, j, ..., j, )appartenant  C nous posons: g,,, = uiw$ . wk. 
L’ideal m, de k,,[Z] = k,[ g,,] (i,JJE z engendrt par les g,,, tels que 
(i, J) # (0, (O,..., 0)) est un ideal maximal. On sait que ko[Z] admet une 
suite reguliere de n + 1 elements situ& dans m, [6, 8, 91. L’anneau 
M-%, est done local et de Cohen-Macaulay. Soncomplete pour la 
topologie m,k,[.X],,-adique est done aussi de Cohen-Macaulay [ll]. Ce 
complete n st autre que le complete d k,[Z] pour la topologie m,-adique 
[ 111, c’est-a-dire k,[ Cl]. R est done de Cohen-Macaulay et,comme A 
est local, A est lui-mCme d Cohen-Macaulay [ 111. 
En fait onpeut aller plus vite et obtenir un rtsultat plus prtcis. On verilie 
facilement que la suite (ub, w:,..., wi) est une suite r guliere de k,[Z]. C’est 
done aussi une suite r gulihe de k,[ ,5J] [121. Dans l’isomorphisme entr
2 et k,[ Cl] cette suite d vient: ( ,<bE1,..., rb”“)(voir 1.4). Ces elements, qui
sont dans A, forment aussi une suite r guliere de A [ 11-J. Nous avons done 
obtenu ainsi une suite r gulibre de A formee de n + 1 elements homogenes 
et commencant par l’uniformisante t de 0. 
Par ailleurs, z &ant un semi-groupe sature, k,[ ,?T]]+et done aussi 
&est un anneau normal [7]. Comme l’anneau A est local, done de 
Zariski, A est lui-m&me normal. 
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1.7. Remarques 
1.7.1. Dans ce paragraphe, A st une O-algebre, kl”-grad&e telle 
que AO,K=K[T,,..., T,] ( voir 1.1). A est de plus de type tini comme 
Lo-algebre. 
1.7.2. NOMS avons, en nous limitant ci I’Ptude la normalitt!, LA 
PROPOSITION: I1 ya tquivalence tre: 
(1) A est normale 
et 
(2) la fonction 6 qui apparait estelle que 
pour tout Ide N” et tout p de N. 
Le fait que (1) entraine (2) est etabli en1.3. Si, reciproquement, nous 
partons de(2) et si nous prenons unentier s tel que: s> 6(Z), now avons: 
s > 6(Z) + 1. On en deduit que pour tout kde N*: 
ks > k&Z) +k. 
L’hypothese (2) nous permet alors dedire que: ks > 6(kZ). Lecalcul fait en
1.5.2 montre alors que A est normal. 
1.7.3. Sin = 1 nous sommes en dimension 2 et une Lo-algebre no -
male est toujours deCohen-Macaulay. De plus (t, rb) est une suite 
rtguliere qui assure alors l’hypothese (i) [l]. 
Si n > 2 une Lo-algebre no male etde Cohen-Macaulay n’admet pas tou- 
jours une suite r guliere formte d’eltments homogenes tcommencant par 
l’uniformisante t de 0. L’hypothbe (i) est done plus forte que l’hypothese 
(i bis) ci-dessous: 
(i bis) A est de type fini, normale et de Cohen-Macaulay. 
Un contre-exemple est donne ci-dessous (voir 1.7.4) dans le cas 06 n = 2. 
1.7.4. Contre-exemple 
Soit A= 0. ,E NjO<l ou la multiplication des elements 5’ est donnee par: 
cy.(“=t 6(1+5)-6(1)-6(J) I+J r 
la fonction 6 de kJ2 dans F+J ttant la fonction: 
6(Z) =inf(i,, 2), fonction quirepond aux conditions voulues (voir 1.3.2). 
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11 est immtdiat que nous avons les egalitts: 
(p/y = 5”“/ pourj=lou2etmdansN* 
et 
({“I + &2), = /yeI + E2). 
Si i, # i2 notons i l’indice telque ii >6(Z). Nous avons alors: 
z= qz)(.q + EJ + (ii- 6(Z)) Ej. 
fitant donne que 8[8(Z)(si + Q)] =6(Z) et que 6(kj) = 0, on obtient: 
<I=< ,%O(v +&2) (i/- S(O)e, 5 
Les tgalitts (*)et (**) donnent alors: 




Tout ceci prouve que: 
et done que A est une B-algebre de type lki. Notons, toujours dans le cas 
ou i, # i,, j’ l’indice telque 6(Z) = ijs. Avec ces notations il vient aussitot: 
6[Z+ (ij- S(Z)) ci’] = d[i,(EI + E*)] = ii 
et done 
5’. ~(i,-6(O)q= ti,-6(I)-0 iJ~l+e2)~ TV, 4 
Les F, pour les Z tels que i, #iz, sont done des diviseurs de 0 dans 
A’ = A/tA. Une suite reguliere commencant par t et form&e d’elements 
homogenes comprend done comme second Clement: 
e = p + E2) = ({"I + E2)1 pour un 12 1. 
Dans A”=A/tA+eA, notons: xj=F (pour j=l,2) et z=lElfE2. Nous 
avons alors: 
x1x,=0 et zi=o. 
Les tgalites (*), (**), et(***) donnent alors: 
A” = @I kox,Pzq. 
PDO 
O<q<i;-1 
ALGfiBRES GRADUkESNORMALES 345 
Tous les elements de A” qui ne sont pas dans k,, divisent 0. L’anneau A ne 
v&he done pas (i). Montrons cependant que A, est de Cohen-Macaulay. 
D’aprb 1.2.3, A sera done aussi de Cohen-Macaulay. Nous avons vu que 
la suite (t, e = tE1 +E2 )est rtguliere. Vu que A = 1 nous avons: 
A”= k, @ k,,x,!’ = k,[X, Y]/(XY). 
P31 
j= 1.2 
On vtritie aussitbt quex1 + x2 ne divise pas 0 dans A” et done que la suite 
(t, 5 E1+82, r”’+5”‘) est reguliere. E n in, il est clair que 6( pl) =p6(1) pour f 
tout entier p. A est done normal (1.7.1). 
L’anneau A ohijie (i his) mm u&zj?er (i). 
En fait, avec les notations: u1 = FE’, u2= 5”’ et u= <Ei+E2, nous avons 
ulu2=ut; et, grace aux formules (*), (**), (***), ilvient: 





A =O[X,, X2, Z]/(X,X,- tZ) et a N k,[[X,, X2, Z, T]]/(X,X,- TZ) 
(ou X, , X,, Z et T sont indeterminees). 
II. LECTURE G~OM~TRIQUE DES RBSULTATS 
Soit Sune C-variete normale etde Cohen-Macaulay de dimension n + 1. 
Soit % une courbe normale etsoit cp un morphisme ahine plat de S dans %?. 
Nous disons que nous avons un pseudo-fibri uectoriel s’il existe une action 
du groupe multiplicatif (C*)”sur Squi agit sur les tibres de rp et si la tibre 
gtntrique-avec son action dugroupe (C*)n- est isomorphe a A”,,,,. 11 
existe alors un ensemble Iini a de points de %’ tel que cp, restreint a 
S/cp-‘(Sz) et allant dans W/Q, soit un IibrC vectoriel [l]. 
Les hypotheses faites montrent que localement nous avons un anneau de 
valuation discrete Co4ont V est le spectre-de corps residue1 @ et une Co- 
algebre N”-graduee, d  type tini, normale et de Cohen-Macaulay. Nous 
supposerons e  outre qu’il existe une suite reguliere commencant par 
l’uniformisante de 0 t formee d’elements homogenes pour la N”- 
graduation, c’est-a-dire de fonctions invariantes-a une homothetie 
pres-par l’action du groupe (C*)“. Lacondition (i) du theoreme I.2 est 
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alors vtriliie. Les singularit& qui apparaissent o done toro’idales u type 
“cycliques quotient.” 
Sur les ingularitks tordidales nou renvoyons A [7]. Sur les ingularitb 
cycliques quotient lalittkature estabondante. Un recensement-non 
exhaustif-se trouve dans [2], article repris, avec quelques additifs dans 
131. 
III. CONSTRUCTION D'ALG~BRES GRADU~ES NORMALES 
111.1. Nous considtrons une droite afline V z Spec @[t]. L’anneau 
local upoint a est l’anneau de valuation disc&e Co, = C[t](,- aj, de corps 
rksiduel @. K(w) note le corps des fonctions rationnelles sur %?, corps 
isomorphe A C(t). 
Nous prenons nQ-diviseurs de Weil de % que nous notons D, ,..., D,. 
Nous considtrons alors l’anneau gradd: 
B= 0 B, 
IE N” 
Od 
B,=~(V,Ow(i,D,+ ... +i,D,). 
C’est-A-dire: 
B,= {~EKK(%?) 1 divf+ [i,D, + ... +inDn] >O}, 
div fnotant le diviseur de V associk A f et Z Ctant &gal g(i, ,..., i,). 
Nous voulons Ctudier l’anneau B et ses localistts aux points deV. 
11.2. Notations. ( 1) okX dksigne l coefficient de x, point de GT?, dans 
Dk (pour 1< k Q n), avec la convention naturelle okX=0 si x $ Supp Dk. 
(2) A=U;=, SuppD,. 
(3) Nous introduisons Z,(Z) =C; = 1 ikwkx. (I, est nul si x# A). 
(4) Pour tout IEN" nous posons X'=~,..(?--X)~~'~(')~ 
En particulier: J? = 1.
111.3. 11 vient alors saris mal: 
Soit: 
et 
B,= {f~ ‘Ut) I u,(f) 2 -[l,(Z)], VXM}. 
B,= C[t] X’ 
B= @ @[t] X’. 
Ie N” 
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111.4. Etude locale aupoint ct 
Si nous considtrons l’idtal maximal de B: m, = (t ~ LX, XI),, N”,,fO, 
l’anneau local correspondant es : 
Oti 
g = (t - a) - r/s(,)]. 
Un calcul simple donne alors 
(I* C = al,JC+ J 
avec 
a I,J= (t-a) C/.(1+ J,l- C&(01 ~ CMJ)l 
I, Ctant linkaire, I’exposant de - c( vaut: [I,(Z) + 1,(J)] - [1,(Z)] - [l,(J)] 
et est done positif. 11 en r&&e que a,,JE 0:. 




pour k de 1 A n 
avec les conditions: 
CkaE~ (pour kde 1 9 n), 
b,EN*eta,,EN (pour kde 1 A n), 
0 ,< akm < b, (pour kde 1 A n), 
(a,,,..., a,, , b ) = 1. 
Nous posons alors: 
et nous avons la decomposition: 
[l,(z)] = k ikch + 6x(z). 
k=l 
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Le premier terme de cette somme etant lineaire nous avons aussitbt, dans
0:: 
u(a,,,) = CL(Z+ 41 - CL(Z)1 - CL(J)1 = 6aU+ 4 - dam - 6,(J). 
L’anneau A,verilie done la condition (ii) duthtoreme 1.2. 11verifie aussi 
A,&# C(t) N @(t)[T, )...) T,]. D’od 
LA PROPOSITION. L’anneau local B,N de B au point aest une c[t] (,- @)- 
ulgtbre d type jiinie, normule t de Cohen-h4ucuuluy dont le complPtP est 
isomorphe cia, cornpI&! del’ulgebre ussoci&e au semi-groupe de congurence 
C,= {(i,jl,...,jn)ENn+’ li+(b,-u,,)j,+ ... +(b-u,,)j,=O(b,)}. 
111.5. l?tude de l’unneuu B 
111.5.1. B est une @[t]-ulgGbre-et done une GulgPbre-de type fini 
Le principe de la demonstration est lem&me que celle effect&e en 1.6.1. 
Pour tout CI appartenant  A on pose Qka = bcrEk. 
Pour Z= (i, ..., i,)EN” on Ccrit, par division euclidienne: ik = iL,b, + rkor 
avec 0< rkor < b. D’oh une ecriture: Z= I& + R,. 
On trouve alors par les m&mes calculs qu’en 1.6.1: 
et 
puis 
Si l’on ote alors 
L, = (J= (j, )..., j,)IO~jk~bkPOUrkdelg.} 
nous avons: 
A et les L, Ctant finis laproprittt esdemontree. 
111.5.2. B est normal 
Ici aussi la demonstration se calque sur celle d 1.5.2. 11 sunlit de recopier 
en faisant les adaptations suivantes: 
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On remplace A par B et A, par B,, tous les 5” qui apparaissent par les 
XJ correspondants, les t”-pour tous les exposants s de Z qui 
apparaissent-par n, E d(t -c()‘z et en particulier lesPC’) par 
n, E d (t -E)~“(‘). On remplace K par l’anneau normal S- ‘C [ t] oh S est la 
partie multiplicative S = {n,, d (t -a)“2 1 nor E N }. On krira 
oti g est un polyname de @[t] tel que g(cr) # 0 pour tout c( EA. On 
obtiendra: 
Nous dirons qu’il existe CIdans A tel que s, > 6,(Z). ckappartient B B,, 
entraine g” -k ck appartient aussi & B,, et done: 
g” -kCk =UkXk’ avec elk E C[t]. 
On aboutit A une kgalitk de type: 
1 +F(t)(t-u)=O 
oti FE C(t) et n’admet pas c( comme pale, cequi est absurde. 
111.54. Nous rkcapitulons ces rtkdtats dans le th&orPme 
TH~OR~ME. B est une C-algdbre d type@, normale. 
111.6. Etude de l’anneau dela fibre au-dessus d’un idkal premier de C [t] 
111.6.1. Nous avons: B = @ IE N” @[t] X’, avec: X’XJ =sZ,,,X*+ J 
oti nous avons posC: 
Les idkaux premiers de @[t] sont de deux types; ilya l’idCa1 (0)et les 
idiaux (t -to) pour les t, appartenant A @.
111.6.2. Lelocalisi: de @[t] en (0) est le corps C(t). 
L’anneau B’de la fibre est done: 
B’= BOcc,, C(t)= (TJ C(t)X’. 
IEN” 
350 P.CARBONNE 
&ant donnt que pour tout (Z, J), Q,, est inversible dansC(t) nous avons: 
B’=@(t)[T ,,..., T, ] oh T ,,..., T, sont des indetermines. 
111.6.3. Lecorps residue1 d  C[t]+ fgj est isomorphe a @. Dans 
l’isomorphisme Sz,,, est envoyt sur le nombre complexe 
L’anneau B’de la fibre est done: 
B’= @ @Y’, avec Y’. YJ = 8, JY’+ J. 
is N” 
111.6.4. Sito 4A t?,,, estnon nul, done inversible dansC, pour tout 
(Z, J). 11 en rtsulte que: 
B’ N a=[ T, ,..., T,]oti T, ,..., T, sont des indetermintes. 
111.6.5. Nous allons maintenant examiner plus en detail lecas ou t, 
appartient A A c’est-a-dire les anneaux des fibres speciales. 
11165.1. Dans ce cas 9,,= 0 sauf si 6,&Z+ J) = 6,&Z) + 6,,(J). Pour sim- 
plifier nous noterons 6,uk et b, au lieu de 8,0uk,ro et b,,, respectivement. 
Nous noterons ,TX” lesemi-groupe 
Nous noterons C [ T’],,,. = @ ,ezs cTi,l. . . Ti oh T, ,..., T, sont des 
indtterminees. Nou  avons alors 
LA PROPOSITION. (1) Bi,,1: c[T’],,zz et done BLed est une @- 
algPbre d type finie, normale, deCohen-Macaulay. 
(2) II y a Pquivalence entre les 3propriktks: 
(i) B’ est rkduit, 
(ii) B’ est rt!ggulier, 
(iii) b= 1. 
Nous allons d’abord prouver 
111.6.5.2. LE LEMME. Y’ nilpotent &quivaut riZ$C’. 
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11 est clair que Y’ non nilpotent Cquivaut a 6(pZ) = p6(Z) pour tout 
p E N. La division euclidienne de 
i . akik par bmontre aussitot quececi est 
k=l 
equivalent a Z appartient a E’. 
111.653. On deduit du lemme precedent que le nilradical de B’ est 
l’idtal engendrt par les Y’ pour Z# 2”. Pour Z et .Z dans C’ nous avons 
6(Z+ J) =6(Z) +6(J). Nous avons done f31,J # 0 et done 8,,, est inversible 
dans C. 11 en resulte que: 
Bied = @ @Y’- @[T’]l,z,. 
fez’ 
11 en resulte que Bied est une C-algebre de type lini, normale t de 
Cohen-Macaulay [7]. 
111.6.5.4. DireB’ est rtduit equivaut a dire que son nilradical est nul. 
C’est done dire que ,X’ = N”. &ant donne que (6, a, ,..., a, ) = 1, la condition 
trouvte (C’ = fW”) est equivalente a b = 1. 
Nous savons par ailleurs que,J5” = IV” est la condition necessaire et suf- 
fisante pour avoir B’ regulier [7]. 
III.7 
Geomttriquement la variete S = Spec B est une variete normale, reguliere 
aux points de%? qui ne sont pas dans A = u;1! 1Supp Dk et admettant une 
singularite du ype “cyclique otient” en chacun des points deA. 
Le morphisme plat cp de S = Spec B dans %? =Spec C[ t] est une pseudo- 
fibration de S. 
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